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Аннотация. Рассмотрена учебная задача об особенностях электрического поля равномерно заряженной 

тонкой пластины. Проблемная ситуация создается противоречием между известным фактом расходимости 

поля на краю заряженного диска и отсутствием в учебной литературе его математических подробностей и 

физического осмысления. Для разрешения проблемы на практическом занятии вначале качественными ме-

тодами подтверждается факт расходимости и выясняется ее математический характер. Затем анализ повто-

ряется для пластины малой, но конечной толщины h. С уменьшением h и ростом размера пластины поле у 

ее края растет неограниченно, но логарифмически медленно. Физические последствия этого обстоятельства, 

в том числе невозможность получения действительно сильных полей на краю реальной пластины, обсужда-

ются в заключительной части занятия. В помощь преподавателю вычислено точное значение поля на боковой 

поверхности однородно заряженного цилиндра. 
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Введение© 
При изучении темы «Электростатика» как в 

школе, так и в вузе важное значение имеет форми-
рование у обучающихся представления о структуре 
электростатического поля, создаваемого распределе-
нием зарядов с типовой геометрией.  

База всей школьной электростатики  — поле то-
чечного заряда, с напряженностью 

20
r

q
kE = , (1) 

где q — величина заряда, r — расстояние от него, 

КлмН 29109 =k . Формально-математически 

оно сингулярно при r = 0. Но и реально-физически 
поле (1) может стать настолько сильным, что клас-
сическая электродинамика, в лице той же формулы 
(1), перестанет адекватно описывать реальность. 
Например, характерные поля, создаваемые атомным 
ядром (q ~ 10–17 Кл) в пределах атома (r ~ 10–10 м), 
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достигают~1011 В/м даже с учетом ослабления про-
тивоположно заряженными электронами атома. 
Этого еще не хватает для прямого рождения элек-
трон-позитронных пар из вакуума [6], но уже доста-
точно, чтобы рождение пар было одним из основных 
механизмов потерь энергии гамма-излучения в веще-
стве [8]. В классической электродинамике такие яв-
ления невозможны, здесь она выходит за пределы 
своей применимости. Индикатором такого выхода в 
физике считается появление в теории бесконечных 
величин, так что с классической точки зрения элек-

трическое поле (1) вблизи атомного ядра реально бес-
конечно. 

Вторая типовая геометрия источника поля — бес-
конечная заряженная нить. Она также хорошо зна-
кома студентам физфаков и школьникам физико-ма-
тематических классов. Поле нити, как и поле точеч-
ного заряда, неограниченно растет с уменьшением 
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расстояния r, хотя и не так быстро, обратно пропор-
ционально первой степени r: 

r
kE


21 =
, (2) 

где λ — линейная плотность заряда нити. К тому же 

радиус даже самой тонкой реальной нити много-
кратно больше размера атома. Поэтому в физической 
реальности поле нити поляризовать вакуум уже не 
способно. А вот для лавинной ионизации окружаю-
щей среды в газоразрядных приборах типа счетчика 
Гейгера его вполне хватает. В этом смысле матема-
тическая особенность при r = 0 поля (2) одномерного 

заряда вполне реальна физически. 
Естественным и потому необходимым заверше-

нием ряда типовых геометрий «тонких» (имеющих 
по крайней мере одно измерение нулевой протяжен-
ности) источников электростатического поля служит 
заряженная пластина. Однако подавляющее боль-
шинство университетских (и, тем более, школьных) 
учебных изданий ограничивается рассмотрением бес-
крайней плоскости, в то время как физически более 
интересно поведение поля именно у края пластины. 
Причина понятна. Точка, прямая, плоскость — вы-
сокосимметричные геометрические объекты. Порож-

даемые ими электростатические поля имеют простую 
структуру и легко вычисляются с помощью инте-
гральной теоремы Гаусса — настолько легко, что 
ради этого теорему Гаусса дают даже в некоторых 
школьных учебниках физики [2,4], хотя стоящая за 
ней математика совсем не школьная. Для студентов 
физфаков владение математическим анализом (и не 
только теоремой Гаусса) является, в идеале, обяза-
тельным элементом подготовки, дающим возмож-
ность рассчитывать и понимать структуру произ-
вольных полей. Однако и вузовские учебные пособия 
придерживаются установки «искать там, где 

светло», рассматривая почти исключительно высоко-
симметричные ситуации вроде задач о напряженно-
сти (потенциале) поля на оси заряженного кольца 
(диска) или на срединном перпендикуляре к заря-
женному стержню.  

В настоящей работе представлены результаты ме-
тодико-физической разработки практического заня-
тия по университетскому курсу общей физики, по-
священного низкосимметричной задаче об электро-
статическом поле у края тонкой заряженной пла-
стины. Задача нетривиальна как физически, так и 
математически и представляет не только методиче-

ский, но и прикладной интерес. Работа студентов над 
ней способствует эффективному развитию физиче-
ской интуиции и формированию продвинутых вы-
числительных навыков. 

Постановка задачи 
Рассматриваем тонкую плоскую пластину, по ко-

торой равномерно, с плотностью σ Кл/м2, распреде-

лен электрический заряд. Размеры пластины прини-
маем конечными, для уверенности, что особенности 
электрического поля у ее края обусловлены именно 
малой толщиной, а не бесконечной протяженностью. 

По той же причине край пластины должен быть 
плавным, без углов, которые сами по себе способны 
приводить к особенностям поля. Материал считаем 
диэлектриком, поскольку на проводящей пластине 
сторонние заряды, отталкиваясь друг от друга, неиз-
бежно сконцентрируются у ее краев, так что 

 
1 В настоящей работе под диском понимается круглая 

пластина нулевой толщины. Если толщина не нулевая, 

однородное распределение заряда обеспечить не 
удастся. Наконец, нам не очень интересна зависи-
мость поля от конкретной формы пластины, поэтому 
форму берем простейшую — диск1 радиуса R. Требу-
ется выяснить, как ведет себя электрическое поле у 
поверхности диска, в первую очередь, у его края. 

Единственное общедоступное учебное издание, 
где рассматривается электрическое поле заряжен-
ного диска не на его оси — это «Берклеевский курс 
физики» [5, п.2.6]. Там сказано, что: 

— в общем случае потенциал поля вне оси сим-
метрии описывается эллиптическими интегралами 
(без вывода и представления в явном виде); 

— электрический потенциал на краю диска коне-

чен и равен Rk4  (с детальным выводом); 

— нормальная к диску составляющая напряжен-
ности поля у его поверхности везде в пределах диска 
совпадает с полем бесконечной плоскости 

kE 22 =  (с выводом по теореме Гаусса); 

— радиальная составляющая напряженности 
поля на краю диска становится бесконечной (без вы-
вода и каких-либо подробностей). 

Последнее утверждение выглядит наиболее ин-
тригующе и благодаря этому создает благоприятную 
проблемную ситуацию для обсуждения задачи о 
диске со студентами на практическом занятии по 
курсу общей физики. В обсуждении можно выделить 
три основных этапа: 

1) полуколичественный анализ напряженности 
электрического поля на краю диска с целью устано-
вить факт и характер расходимости поля; 

2) выяснение физической реалистичности обнару-
женной на этапе 1 математической особенности 
поля; 

3) точный количественный расчет поля в преде-
лах диска. 

Наиболее важным и нетривиальным представля-
ется этап 2, на котором студентам предлагается по-
вторить, уже знакомым путем, расчеты этапа 1, но 

уже не для диска, а для цилиндра высоты Rh  , 

посмотреть, как ведут себя результаты при 0→Rh/ , 

и на этом основании сделать вывод о реалистичности 

достижения экстремальных значений напряженно-
сти поля на краю пластины. При наличии времени и 
желания (или в качестве задания к домашней/само-
стоятельной работе) этапы 1 и 2 можно повторить и 
для задачи о проводящем диске. Разница будет со-
стоять в том, что на проводящем диске весь сторон-
ний заряд распределится не по объему или поверх-
ности, а по окружности диска. Третий этап может 
выполняться или нет, по усмотрению преподавателя. 
Однако сам преподаватель, безусловно, должен пред-
ставлять технику такого, далеко не элементарного, 
расчета, и к чему тот приводит. С этой целью в насто-

ящей работе мы покажем узловые моменты расчета 
и приведем конечные результаты в компактной 
форме. 

Качественный анализ электрического поля у края 
пластины 

Нас интересует, прежде всего, радиальная состав-
ляющая напряженности поля на краю диска (цилин-
дра), Er (R). Именно она отвечает за сингулярность; 
нормальная к диску компонента, как следует из [5], 
расходимостей не имеет. Готовых формул для Er в 
нашей геометрии в литературе нет, теорема Гаусса 

пусть даже она очень мала по сравнению с радиусом, мы 

будем говорить о цилиндре. 
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неприменима ввиду низкой симметрии задачи. По-
этому Er (R) вычисляем, используя основную идею 

математического анализа: если слона не удается про-
глотить целиком, его следует нарезать маленькими 
кусочками. По стандартной процедуре, подлежащей 
овладению студентами, мысленно нарезаем диск на 
плоские участки, малые по сравнению с расстоянием 
до точки наблюдения A (в нашем случае лежащей на 
краю диска), поле от каждого участка вычисляем по 
закону Кулона (1), а полную напряженность поля в 
точке A получаем векторным суммированием полей 
от всех участков диска. 

Может показаться, что проще было бы работать 
не с напряженностями (векторы!), а с потенциалами 

(скаляры). Однако для исследования особенностей 
поля потенциал не очень удобен методически. Во-
первых, на краю диска он, в отличие от напряженно-
сти, конечен — а стержнем нашей проблемной ситуа-
ции служит именно сингулярность. Во-вторых, чтобы 
вычислить напряженность поля, надо знать потенциал 
не только в точке наблюдения, но и в ее окрестности — 
то есть, не только на краю диска. А такая задача ока-
зывается вычислительно не менее сложной, чем пря-
мой расчет вектора напряженности. 

Расчет напряженности поля методом поедания 
слона по кусочкам упрощается, если эти кусочки 

(физически точечные заряды) группировать в более 
крупные объекты оптимальным образом. В нашем 
случае разумно объединить их в тонкие концентри-
ческие дуги с центром в точке наблюдения A  

(рис. 1). Из соображений симметрии, поле AEd


, со-

здаваемое каждой такой дугой в точке A, направлено 
вдоль радиуса OA. Все элементы такой дуги нахо-
дятся на одинаковом расстоянии r от точки наблю-
дения, так что напряженности создаваемых ими по-
лей различаются только направлением, но не абсо-

лютной величиной. Расчет величины 
AdE  — задача 

из стандартных задачников (например, 2.11 из [3]), 
ответ к которой имеет вид: 

r

r
drkrdE

)(sin
)(A


2= , (3) 

где φ— угол полураствора дуги, а dr  — заряд, при-

ходящийся на единицу длины дуги толщиной dr. 
 

 
Рис. 1. Разбиение заряженного диска на 

дуги для расчета напряженности поля на краю 
диска 

 
Полезно обратить внимание студентов, что для 

дуги малого (по сравнению с R) радиуса 1→sin , 

так что результат (3) фактически совпадает с хресто-

матийной формулой (2) для поля бесконечной пря-

молинейной нити. Физический смысл такого совпа-

дения ясен: поле нити на расстоянии r от нее 

создается в основном ближайшим к точке наблюде-

ния участком нити длиной порядка r. Понимание 

этого может пригодиться при анализе поля, создава-

емого заряженным проводящим диском, да и в дру-

гих контекстах. 

Вернемся к нашему диэлектрическому диску. 

Полное поле в точке A получается интегрированием 

(3) по всем r от 0 до 2R = D. На нижнем пределе ин-

теграл расходится: rrE ln~)(A 0→ → . Та-

ким образом, математически напряженность поля у 

края диска действительно обращается в бесконеч-

ность, хотя и логарифмически медленно. В физиче-

ском фольклоре есть, однако, пословица: «Курица не 

птица, логарифм не функция». Чтобы продемонстри-

ровать ее справедливость студентам, слегка изменим 

задачу, придав диску малую, но конечную толщину 

h. Диск при этом становится цилиндром, а участки, 

на которые мы его мысленно разбивали для вычис-

лений, — стержнями, упакованными наподобие ват-

ных палочек в банке (рис. 2). 

Согласно классическому задачнику [3, задача 

2.18], стержень длиной ah 2= , по которому равно-

мерно распределен заряд q, на своем срединном пер-

пендикуляре создает электрическое поле напряжен-

ностью 

22 arr

q
kE

+
=bar

 . (4) 

При переходе от диска к цилиндру дуга с рис. 1 

превращается во что-то вроде скутума,  древнерим-

ского полуцилиндрического щита. Создаваемое им 

поле посередине боковой поверхности цилиндра от-

личается от поля дуги (3) тем же, чем (4) отличается 

от (1): 

22
2

ar

r
drkrdE

+
=

)(sin
)(A


  . 

(5) 

 
Рис. 2. Идея разбиения диска конечной толщины 

на бесконечно малые элементы 
 
При интегрировании (5) расходимость уже не воз-

никает. Если считать цилиндр очень плоским  
( Ra  ), всю область интегрирования удобно раз-

бить на три интервала:  

1) ar  , где подынтегральную функцию в (5) 

можно считать практически константой ak /2 ; 

2) Rra  ,  где sin  не слишком отличается 

от единицы, и потому rdrkdE /A 2 ; 

3) RrR 2 , где sin  начинает быстро 

уменьшаться, и потому rdrkdE /A 2 . 
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Вклад от первого интервала, 
)(

A

1
E , в полное 

поле в точке A составляет примерно k2 , незави-

симо от a. Вклад
)(

A

2
E  от второго интервала по-

больше: 











a

R
kE ln

)(

A 2
2

. (6) 

Именно он, в основном, определяет величину пол-

ного поля. Вклад от третьего интервала, 
)(

A

3
E , за-

метно меньше как 
)(

A

1
E , так и 

)(

A

2
E , и играет 

роль непринципиальной поправки. 

Далее необходимо провести со студентами физи-

ческое обсуждение полученных математических ре-

зультатов. Основные направления обсуждения при-

мерно таковы. 

1. Формально при 0→a  вклад
)(

A

2
E  в напря-

женность поля на средней линии цилиндра действи-

тельно становится бесконечным. Однако из-за того, 

что «логарифм не функция», в физической реально-

сти получить действительно большие поля не полу-

чится. Например, если отношение высоты цилиндра 

к его радиусу 1001:: =Rh , множитель )/ln( aR  

в (6) равен всего лишь примерно 5. И даже если взять 

моноатомный слой (например, графена) толщиной 

3 Å и сантиметровой протяженности, это увеличит 

)/ln( aR  максимум еще раза в четыре. 

2. Вклад 
)(

A

3
E

 
незначителен, несмотря на то, 

что происходит от львиной доли площади и, соответ-

ственно, заряда пластины. Поэтому точная форма 

пластины не очень важна: поле на ее краю определя-

ется в основном ее толщиной и плавностью изгиба 

края вблизи данной точки. 

3. С увеличением радиуса цилиндра (при сохра-

нении его высоты ah 2=  и плотности распределе-

ния заряда σ) вклады в поле EA на его краю от пер-

вого и третьего интервалов не меняются, а вот вклад 
)(

A

2
E (6) растет и при →R становится беско-

нечно большим при любом h. Это означает, что рас-

ходимость поля на краю заряженной пластины мо-

жет быть обусловлена двумя независимыми причи-

нами: малой толщиной и/или большой протяженно-

стью пластины. Расходимость в обоих случаях лога-

рифмическая. Это осложняет выяснение ее главной 

причины и гарантирует невозможность реального до-

стижения экстремальных значений напряженности. 

4. При →R край пластины становится прямо-

линейным, и мы приходим к задаче о поле заряжен-

ной полуплоскости. Ее удобнее рассматривать как 

предел при →d  задачи о поле на краю заряжен-

ной полосы шириной d, и решать, разбивая полосу 

на нити и применяя формулу (2) или, по аналогии с 

(4), ее модификацию для ленты конечной ширины 

2a. Легко сообразить даже без особых вычислений, 

что конечный результат будет отличаться от (6) 

лишь заменой R на d. Отсюда следует, например, что 

поле у полукруглого выступа на краю в остальном 

прямолинейной заряженной полосы будет опреде-

ляться шириной полосы d, если d гораздо больше 

размера выступа, и радиусом R кривизны выступа в 

противоположном случае. 

5. Поскольку ведущий вклад (6) в поле на краю 

заряженной пластины не подавляюще велик по срав-

нению с вкладами от остальных областей, для полу-

чения численных оценок напряженности поля на 

краю пластины не обойтись без точного интегриро-

вания (5). 

Точные результаты 

На рис. 1 вписанный в окружность угол ACB опи-

рается на диаметр AB = D и потому должен быть 

прямым. Тогда 
21 )/()(sin Drr −= . Подставляя 

это в (5) и интегрируя по r от 0 до D, для полного 

поля EA посередине боковой поверхности цилиндра 

получаем: 

)(A  IkE 2= , где 
R

h

D

a

4
== , 


+

−
=

1

0

22

21

u

u
duI


)( . 

(7) 

В элементарных функциях интеграл I(η) не бе-

рется, но через функции специальные выражается 

очень компактно, если сделать подстановку 
22 1 −=u : 











)()(
)()(

EK
D

−
==

−−
= 

1

0
222

2

11

d
I

 , 
(8) 

где K, E, D — полные эллиптические интегралы пер-

вого, второго и третьего рода соответственно ([1], 

пп.8.111 и 8.112), а 

2221

1

aD

D

+
=

+
=


 . (9) 

Результаты (7) – (9) справедливы для цилиндра с 

произвольным соотношением h и R (а и D). Напри-

мер, если h>>R (тонкий длинный прямой провод), 

1→ aD/ , и мы можем воспользоваться разложе-

нием D(κ) по степеням κ2 ([1], п. 8.115). Ведущий 

член этого разложения равен π/4, что при подста-

новке в (8) и (7) воспроизводит, естественно, резуль-

тат (2) для поля бесконечной нити при r = R. Другой 

интересный случай возникает, когда aD 2=  (ци-

линдр, в который можно вписать шар радиуса a). 
Вычисляя значение D(κ) с помощью таблиц или ап-

проксимирующих многочленов [7], получаем, что в 

этом случае kE 42,A  , или 38 % от напряженно-

сти поля бесконечной заряженной плоскости 

kE 22 = . Но нас больше интересует поле у края 

диска, то есть предел 1Da/ . В этом пределе па-

раметр 1→ , и потому удобнее использовать раз-

ложения ([1], пп. 8.113.3 и 8.114.3) эллиптических 

интегралов K и E по величине отличия κ от единицы, 

то есть по параметру 

D

a
→

+
=−=

2

2

1
1




  . (10) 

Отбрасывая в этих разложениях члены со второй 

и более высокими степенями   , получаем асимпто-

тику )e/ln()(  4I .Таким образом, поле на краю 

тонкой круглой пластины: 

2124
14

2 E
h

R

a

D
kE 








+−= lnln

e
lnA


 . (11) 
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Поскольку нормальная к пластине составляющая 

напряженности везде, кроме краевой области шири-

ной порядка h, совпадает с полем E2 бесконечной 

плоскости [5], для численных оценок удобно ввести 

«коэффициент усиления» 

h

R

E

E
f

Rh

10

2

73305640 lg,,A +==



, (12) 

показывающий, во сколько раз поле на краю круг-

лой пластины сильнее поля у ее центра (где, в силу 

симметрии, радиальная составляющая напряженно-

сти обращается в нуль). Для уже обсуждавшихся 

пропорций 1001:: =Rh величина f составляет 

лишь 2,03. Это всего на 20 % больше оценки (6) ос-

новного вклада в EA, тем самым подтверждая как ее 

справедливость, так и невозможность получить дей-

ствительно сильные поля у края даже очень тонкой 

пластины. 

Выводы 

Задача об электрическом поле у края заряженной 

тонкой пластины оказывается нетривиальной как 

математически, так и физически. Видимо, именно 

поэтому она практически не представлена в учебной 

литературе. Но потому же ее разбор на практическом 

занятии эффективен для формирования математиче-

ских навыков и физического мышления у студентов 

физических и технических специальностей. 

Математически напряженность поля на краю тон-

кой пластины действительно может стремиться к 

бесконечности. Однако при этом потенциал везде 

остается конечным, а скорость роста напряженности 

с уменьшением толщины и/или увеличением раз-

мера пластины настолько мала, что получить дей-

ствительно сильные поля оказывается невозмож-

ным. «Коэффициент усиления» поля пластиной фи-

зически реализуемых габаритов не превышает не-

скольких единиц. 

Представленный в работе подход может быть ис-

пользован применительно и к другим учебно-иссле-

довательским физическим задачам — например, о 

поле на краю заряженного проводящего диска или о 

распределении радиальной составляющей напряжен-

ности поля по поверхности диэлектрического диска.  
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Abstract: A learning problem of peculiarities of the electric field of a homogeneously charged thin plate is 

considered. The problem situation arises from the contradiction between the known fact of field divergence at 

the edge of a charged disk and the lack of its mathematical details and physical comprehension in the textbooks. 

To begin with resolving the problem in a practical lesson, the divergence is reaffirmed and its mathematical 

nature is specified with qualitative methods. The analysis is then repeated for a plate of small but finite thickness 

h. As h decreases and the plate size increases, the field at its edge grows indefinitely but logarithmically slow. 

The physical consequences of this circumstance, including the impossibility to obtain actually strong fields at 

the edge of a real plate, are discussed in the final part of the lesson. To assist the teacher, the exact value of the 

field at the lateral surface of a homogeneously charged cylinder is calculated. 
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