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Введение© 

В последние десятилетия при моделировании 

стохастических воздействий на динамические си-

стемы широко применяется метод введения случай-

ного параметра (см., например, [2; 5; 6; 8–14; 16; 

17]). В настоящей работе описывается ряд свойств 

измеримых многозначных отображений, связанных 

с этим методом, вводятся понятия случайного мно-

гозначного отображения, случайной неподвижной 

точки, случайной точки совпадения. Доказывается 

теорема о существовании случайной точки совпаде-

ния многозначного и однозначного отображений. 

Устанавливается измеримость многозначного опера-

тора суперпозиции, порожденного случайным мно-

гозначным отображением. 

Результаты 

 

1. Измеримые пространства и  -алгебры 

Напомним некоторые известные понятия (см., 

например, [4; 8]). 

Рассмотрим пару      , где   – множество про-

извольной природы,   – совокупность подмножеств 

множества  . Такая совокупность называется  -

алгеброй, если выполнены следующие условия: 

1)    ; 

2) если множество    , то его дополнение 

    ; 

                                                 
© Обуховский В. В., Гетманова Е. Н., Корнев С. В., 2021 

3) если некоторая, не более чем счетная по-

следовательность     ,         , то ⋃      
   . 

Нетрудно видеть, что из определения вытекают 

следующие утверждения: 

i)      
ii) для любой не более чем счетной последова-

тельности     ,        , имеем ⋂      
   .  

В этом случае пара       – называется измери-

мым пространством, а элементы  -алгебры   назы-

ваются измеримыми подмножествами. 

Рассмотрим некоторые примеры измеримых 

пространств и  -алгебр. 

1. Пусть   – произвольное множество,      

– совокупность всех подмножеств множества  . 

2. Рассмотрим метрическое пространство  . 

Множества, которые могут быть получены из от-

крытых и замкнутых подмножеств   путем опера-

ций объединения и пересечения, повторенных в 

любом порядке конечное или счетное число раз, 

называются борелевскими. Их совокупность образу-

ет  -алгебру      борелевских подмножеств  .  

3. Множество   может интерпретироваться 

как пространство элементарных исходов данного 

испытания. Тогда любая  -алгебра   на   в теории 

вероятностей рассматривается как множество слу-

чайных событий. Обычно на этом множестве зада-

ется вероятностная мера  , т.е. неотрицательная 

счетно-аддитивная функция такая, что        . 
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Значение       для     понимается как вероят-

ность события  .  

4. Пусть           – некоторый ограниченный 

отрезок числовой прямой. В качестве   можно рас-

смотреть  -алгебру      подмножеств, измеримых 

по Лебегу.  

 

2. Измеримые многозначные отображения 

 

Рассмотрим сначала классическое определение 

измеримости отображения. 

Определение 1. Пусть       – измеримое про-

странство,   – сепарабельное метрическое простран-

ство. Отображение        называется измеримым, 

если для любого открытого      его прообраз 

       {          } измерим, т.е. принадле-

жит  . 

В случае, когда   – числовая функция         
условие измеримости   может быть записано в виде 

предположения измеримости множества {  
        } для любого    . 

Распространим понятие измеримости на много-

значные отображения (см., например, [1], [4], [6], 

[8]). Символом      будем обозначать совокупность 

всех непустых замкнутых подмножеств простран-

ства  . Совокупность всех непустых подмножеств   

обозначим       
Определение 2. Многозначное отображение 

(мультиотображение)          называется изме-

римым, если для любого открытого множества 

    его малый прообраз 

  
      {          } 

измерим.  

Равносильным, очевидно, является следующее 

определение. 

Определение 3. Мультиотображение          
измеримо, если для любого замкнутого множества 

    его полный прообраз 

  
      {            } 

измерим. 

Более того, равносильное определение можно 

получить, если потребовать измеримость малого 

прообраза любого замкнутого множества или полно-

го прообраза любого открытого множества. 

Замечание 1. Для однозначного отображения 

понятия малого и полного прообраза множества 

совпадают с понятием обычного прообраза множе-

ства, поэтому определение измеримости мультио-

тображения является прямым обобщением измери-

мости однозначного отображения.  

Нетрудно убедиться в справедливости следующе-

го утверждения. 

Лемма 1. ([7]) Мультиотображение           
измеримо тогда и только тогда, когда для любого 

    числовая функция       , 

        (      )     {               } 

измерима. 

Данное утверждение вытекает из очевидного для 

любого положительного     и открытого шара 

      с центром в точке     радиуса   равенства  

{    (      )   }    
  (     ) 

и свойств полного прообраза мультиотображения 

(см. [1]). Кроме того, в силу сепарабельности про-

странства   в Лемме 1 можно требовать измери-

мость функций    лишь для   принадлежащих не-

которому счетному плотному подмножеству  . 

Пусть теперь задано измеримое пространство 

      и сепарабельные метрические пространства   

и  . Пусть       -алгебра всех борелевских под-

множеств пространства   и         наименьшая 

 -алгебра, содержащая множества вида    , где 

   ,        .  
Определение 4. Мультиотображение       

     будем называть случайным, если оно измеримо 

относительно  -алгебры       . 
Для того, чтобы привести пример случайного 

мультиотображения, напомним следующие понятия 

(см., например, [1], [6], [8]). 

Определение 5. Мультиотображение          
называется полунепрерывным сверху (пн. св.), если 

малый прообраз   
      любого открытого подмно-

жества     открыт в X. Если малый прообраз 

  
      любого замкнутого подмножества     

замкнут в  , то   называется полунепрерывным 

снизу (пн.сн.). Если мультиотображение   полуне-

прерывно и сверху и снизу, то оно называется не-

прерывным. 

Ясно, что в случае однозначного отображения 

все эти понятия совпадают с обычной непрерывно-

стью.  

Справедливо следующее утверждение (см. [8], 

Proposition 7.9). 

Лемма 2. Пусть            – мультиотобра-

жение типа Каратеодори, т.е. 

1) для любого     мультиотображение 

              – измеримо относительно  -алгебры 

 ; 

2) для любого     мультиотображение 

              непрерывно. 

Тогда мультиотображение   является случай-

ным. 

Рассмотрим еще ряд важных свойств измеримых 

многозначных отображений. 

 Лемма 3. ([5]) Пусть       – измеримое про-

странство,   – полное сепарабельное метрическое 

пространство. Пусть          – измеримое муль-

тиотображение,       – измеримое отображение. 

Тогда функция         

       (         ) 

измерима. 

Важную роль в теории измеримых многознач-

ных отображений играет следующая классическая 

теорема Куратовского – Рылль-Нардзевского ([15]) о 

сечении. 

Лемма 4. Пусть       – измеримое пространство, 

  – полное сепарабельное метрическое простран-

ство. Всякое измеримое мультиотображение 

         имеет измеримое сечение, т.е. найдется 

измеримое отображение       такое, что      
     для всех      

Отметим важное уточнение этого результата (см. 

[16]). 

Лемма 5. Пусть   – сепарабельное банахово про-

странство; мультифункция                   i) из-

мерима по Лебегу, т.е. измерима относительно  -

алгебры          лебеговых подмножеств       и ii) 

• Естественные  науки  
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интегрально ограничена, т.е. существует интегриру-

емая функция           такая, что 

              {|   |        }                      

Тогда множество   
   всех интегрируемых по Бо-

хнеру сечений   непусто и, более того, для любой 

интегрируемой функции           выполнены 

следующие соотношения: 

      
     

      {      
          

 }    

    {∫              
 

 

       
 }}

  ∫   (         )
 

 

    

В дальнейшем мы будем использовать следую-

щее понятие (см., например, [8]). 

Пусть         – пространство с мерой (т.е. изме-

римое пространство с заданной на   счетно-

аддитивной функцией  ). Мера   называется пол-

ной, если для любого     с           для каждого 

    имеем     и, следовательно,            
Наименьшее расширение           пространства 

       , при котором мера    полна, называется его 

 -пополнением. 

Пусть теперь       – измеримое пространство и 

для каждой вероятностной меры   на       (т.е. 

          обозначается     
     , пусть    –  -

пополнение  . Обозначим 

 ̂    ⋂    

    
    

 

Измеримое пространство     ) называется пол-

ным, если     ̂. 

Развитием теоремы Куратовского – Рылль-

Нардзевского является следующая теорема Аумана 

([3]) об измеримом сечении. 

Лемма 6. Пусть       – полное измеримое про-

странство,   – полное сепарабельное метрическое 

пространство. Пусть мультиотображение           
таково, что его график    {                  } 
измерим в том смысле, что он принадлежит 

        Тогда   имеет измеримое сечение.  

В случае, когда       – полное измеримое про-

странство, тот факт, что это утверждение является 

обобщением теоремы Куратовского – Рылль-

Нардзевского, достаточно очевиден. В самом деле, 

пусть мультиотображение          измеримо. 

Рассмотрим функцию                 

  (      )  Применяя Лемму 3, получаем, что 

функция   является функцией типа Каратеодори, 

и, следовательно, согласно Лемме 2, она является 

случайной. Но тогда                 .  
3. Случайные неподвижные точки и случай-

ные точки совпадения 

Пусть       – измеримое пространство,   – се-

парабельное метрическое пространство. 

Определение 6. Измеримое отображение       

называется случайной неподвижной точкой муль-

тиотображения             если 

      (      ) 

для всех    . 

Прямым развитием этого понятия является по-

нятие случайной точки совпадения. 

Определение 7. Пусть     – сепарабельные мет-

рические пространства. Пусть заданы мультиотоб-

ражение            и отображение        Из-

меримая функция        удовлетворяющая при 

каждом     следующему соотношению 

 (    )   (      ) 

называется случайной точкой совпадения   и f.  

Справедливо следующее утверждение, обобщаю-

щее теорему о случайной неподвижной точке (см. 

[2; 6]). 

Теорема 1. Пусть       – полное измеримое про-

странство,     – полные сепарабельные метриче-

ские пространства, Пусть            – случай-

ное мультиотображение; отображение       изме-

римо относительно  -алгебры      и для каждого 

    множество точек совпадения отображений   и   

           {               } 
непусто. Тогда   и   имеют случайную точку сов-

падения. 

Доказательство. Измеримое отображение       

можно считать естественно продолженным до слу-

чайного отображения  ̃         если положить 

 ̃           для всех    . Действительно, для 

любого открытого множества     тогда имеем 

 ̃                       
Применяя Лемму 3, получим, что числовая 

функция           

         (           )=   ( ̃            ) 

является случайной. Определим мультиотображение 

         как  

                 
Но тогда                 .  
Применяя к мультиотображению   Лемму 6, 

получаем, что оно обладает измеримым сечением 

        которое и является искомой случайной 

точкой совпадения. 

Ясно, что полагая в данном утверждении       

и   – тождественное отображение пространства  , 

мы получим теорему о существовании случайной 

неподвижной точки мультиотображения    
В качестве примера рассмотрим случайную вер-

сию теоремы Какутани – Боненбласта – Карлина о 

неподвижной точке (см., например, [1], [6], [8]). 

Определение 8. Случайное мультиотображение 

           называется u-случайным мультио-

тображением, если для каждого     мультиотоб-

ражение               полунепрерывно сверху.  

Пусть M – выпуклое компактное подмножество 

банахова пространства;       обозначает совокуп-

ность всех непустых выпуклых компактных под-

множеств  . 

Теорема 2. Пусть       – полное измеримое про-

странство. Тогда каждое u-случайное мультиотоб-

ражение             имеет случайную непо-

движную точку. 

4. Измеримость случайного мультиоператора 

суперпозиции 

Пусть       – измеримое пространство; X – се-

парабельное банахово пространство;       обозна-

чает совокупность всех непустых выпуклых ком-

пактных подмножеств X. Рассмотрим мультиотоб-

ражение                    удовлетворяющее 

следующим условиям: 

• Естественные  науки  
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1)   – случайное мультиотображение, т.е. оно 

измеримо относительно  -алгебры            где 

  –  -алгебра лебеговых подмножеств      ; 
2) мультиотображение   полунепрерывно 

сверху по третьему аргументу: 

для любых               мультиотображение 

                  
пн.св.; 

3) существует функция              такая, 

что: (i) для любого     функция                  

интегрируема по Лебегу, (ii) для п.в.         функ-

ция              измерима, для которой при лю-

бых ( , x)      выполнено 

                 {                }  
                для п.в.          

Отметим, что из условия (1) вытекает, что при 

фиксированных           мультифункция 

                     
измерима по Лебегу.  

Известно (см., например, [1]), что из данных 

условий вытекает, что при любом     определен 

многозначный оператор суперпозиции 

                                    заданный как  

       {                     (        )      

      }  

где              обозначает пространство интегрируе-

мых по Бохнеру функций. 

Теорема 3. Мультиотображение      
                           является случайным.  

Доказательство. Определим мультиоператор 

 ̃                             

 ̃         (        )  

Ясно, что  ̃ можно представить как композицию 

 ̃       
где непрерывное отображение           
                      определено как 

          (        )  

Покажем, что  ̃ – случайное мультиотображе-

ние. Действительно, пусть     – открытое множе-

ство. Тогда   
      – элемент  -алгебры, порожден-

ной множествами вида        где   – измеримое 

подмножество  ,   – лебегово измеримое подмно-

жество промежутка [0,T],   – открытое подмноже-

ство  .  

Достаточно показать, что            – изме-

римо в                      Рассмотрим непрерыв-

ное отображение                          опреде-

ленное как 

              

Отметим, что           является открытым под-

множеством в                    которое можно 

представить как объединение  

⋃           
 

   
                         

открытые подмножества. 

Но тогда            может быть представлено 

как 

⋃   (            )
 

   
    

– измеримое подмножество                      
Таким образом,  ̃ – случайное мультиотображе-

ние.  

С другой стороны, по определению  ̃        

 (        )  Зафиксируем        Тогда мультифунк-

ция  ̃        ̃        измерима по Лебегу и, более 

того,        {      ̃      }    ̃
   

Возьмем теперь произвольную функцию   
              Воспользуемся Леммой 5 и получим 

следующую оценку:  

      (        )         (    ̃
 )  ∫   (      ̃      )

 

 

  

 ∫   (      ̃       )   
 

 

 

Полагая теперь  ̃               в силу измеримо-

сти функции  ̃  согласно Лемме 3 получаем, что 

функция  

          ( ̃         ̃       )    (      ̃       ) 

измерима. Но тогда по теореме Фубини получаем, 

что функция  

      ∫   (      ̃       )   
 

 

 

измерима, откуда в силу Леммы 1 и вытекает дока-

зываемое утверждение.  

Данная теорема может быть использована при 

исследовании случайных дифференциальных вклю-

чений (см., например, [2], [10], [13], [16]).  
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